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The problem

State estimation of LTI systems
Construct a dynamic state observer for the LTI-System

x+ = Ax + Bu + Gν
y = Cx + Hw

I ν and w are bounded noises with known bounds

I E{ν2
i } and E{w2

i } are known But not E{νiνj} and E{wiwj}
I ν and w are not necessarily independent (E{νiwj} 6= 0))
I Estimation is used in control. [u = K (x̂)]
I State is known to satisfy Ax ≤ B
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Some bemols on Kalman Filter

I Constraints

I Optimality is questionable

I Sensor signals are
bounded

I ν and w may be coupled
I E{νiνj}, E{wiwj} are

never known [and hence
arbitrarily chosen]

I In observer based control,
minimizing the variance of
x − x̂ is not necessarily the
best option

[Rao and Rawlings, Automatica 2001]

=⇒ Even without the constraint-related issue,
there is room for novel thoughts
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The feeding voltage noise is simultane-
ously injected in sensors and actuators

=⇒ Even without the constraint-related issue,
there is room for novel thoughts
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More generally,
u = −Kx̂ , if not perfectly measured, the
output noise is re-injected in the state
equation

=⇒ Even without the constraint-related issue,
there is room for novel thoughts
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l’e↵et de la correction par rapport à la convergence
naturelle du système.

– En noir interrompu : L’estimation issu du filtre de Kal-
man (chaque courbe représente un réglage di↵érent de
ce filtre comme il est expliqué dans la suite).

– En rouge : l’évolution de l’observateur proposé dénoté
ci-après par l’observateur LP puisqu’il résulte de la
résolution à chaque période d’échantillonnage d’un
problème d’optimisation LP.

Sur chaque figure, six sous-figures sont proposées montrant
l’évolution des trois états, de la sortie ainsi que la norme
k k1 des erreurs d’estimation. Une zoom sur cette dernière
est proposée à la dernière sous-figure afin d’apprécier le
comportement asymptotique de l’erreur d’estimation des
deux observateurs.

La Figure 3 montre la comparaison des deux observateurs
dans le cas où le filtre de Kalman est réglé selon les
variances nominales calculées par la formule (39) mais
évidemment sans prise en compte possible de la présence
des bornes supérieures ⌫̄i et w̄. On voit clairement que la
proéminence du bruit de mesure rend le filtre de Kalman
extrêmement lent à rattraper une erreur initiale sur l’état.

La figure 4 tente de réduire cet e↵et en adoptant un réglage
dans lequel, le variance du bruit de sortie utilisé dans le
calcul du gain du filtre de Kalman est multiplié par

p
10�5.

La convergence du filtre de Kalman s’en trouve amélioré.
Cependant, la comparaison reste favorable à l’observateur
proposé en terme de comportement asymptotique surtout
si l’on imagine que ces estimations sont utilisées par une
loi de commande.

La Figure 5 va encore plus loin en prenant un bruit de
mesure

p
10�6 fois inférieur à la réalité, Le filtre de Kalman

devient clairement plus rapide mais le comportement en
régime établi est d’autant dégradé.

La Figure 6 montre comment il est possible d’accélérer
l’observateur LP en adoptant une valeur élevée du pa-
ramètre ⌘ = 0.4 (au lieu de 0.1 jusqu’ici). La contrepartie
réside dans certains soubresauts qui peuvent apparâıtre
de temps en temps et qui sont dues à l’impossibilité de
concilier les mesures avec les inégalités de KP dont la
véracité devient moins probable avec ce niveau élevée de
la probabilité d’échec. Cependant, l’expérience montre que
ceci n’est pas dramatique pour le résultat de l’observation.

Enfin, la figure 7 reprend le réglage avec ⌘ = 0.1 et en
compare les conséquences, sur une simulation deux fois
plus longue, avec un filtre de Kalman relativement prudent
(variance de sortie multiplié par

p
10�4) afin de montrer

que même dans ce cas, le comportement en régime établi
semble préférable.

Il est important de souligner que dans l’étude comparative,
seul le filtre de Kalman stationnaire est utilisé ce qui exclut
le recours à la matrice de confiance dans l’état initial
qui aurait pu permettre au filtre de Kalman d’avoir une
convergence rapide qui ne passe pas par la diminution de

Figure 3. Comparaison avec le filtre de Kalman réglé
selon les variances calculées par l’expression (39). La
confiance en les mesures est trop faible pour permettre
une bonne convergence. Le seuil ⌘ = 0.1 pour les
inégalités exponentielles de KP.

Figure 4. Même réglage du filtre de Kalman que ceux
de la Figure 3 mais avec une variance sur le bruit
de sortie diminué de

p
10�5. La confiance en les

mesures est améliorée conduisant à une convergence
plus rapide. Le seuil ⌘ = 0.1 pour les inégalités
exponentielles de KP. Notons cependant la toujours
plus grande nervosité du filtre de Kalman même en
régime établi.

la variance ”apparente” du bruit de mesure. Cependant, ce
recours privilégierait l’instant initial et suppose qu’une ré-
initialisation est à déclencher chaque fois qu’un incident
arrive et aboutit à un écart important et temporaire de
l’état.

6. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans ce papier, les inégalités exponentielles de Komogorov-
Pokhorov sont mises à profit pour concevoir un observa-

Assuming that the L2 norm of the
Kalman-Filter error is lower, would you
really prefer the black curve to the red
when thinking of sending them to actau-
tors ?

=⇒ Even without the constraint-related issue,
there is room for novel thoughts
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ce filtre comme il est expliqué dans la suite).
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comportement asymptotique de l’erreur d’estimation des
deux observateurs.

La Figure 3 montre la comparaison des deux observateurs
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Cependant, la comparaison reste favorable à l’observateur
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la variance ”apparente” du bruit de mesure. Cependant, ce
recours privilégierait l’instant initial et suppose qu’une ré-
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Two philosophies
The Kolmogorov-Pokhorov Inequalities

Kalman-like approach

Solve unconstrained quadratic confidence trade-off

min
ξ

[
‖x̂(k |ξ)− xp(k |k − 1)‖2Qs +

k∑
i=−∞

‖ŷ(i |ξ)− ym(i)‖2Qy

]
I Qs and Qy depend on E{ννT} and E{wwT}
I Recursive LS implementation ↔ Kalman updating rules
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The Kolmogorov-Pokhorov Inequalities

The proposed approach

Compute the closest admissible state to the expected one

min
η(1)≥0,η(2)≥0,z=(ξ,ν̃,w̃)

[ n∑
i=1

(η
(1)
i + η

(2)
i )
]

under

I yp(k |z) = ym(k)

I x̂(k |z)− xp(k |k − 1) = η(1) − η(2)

I Temporal constraints on ν̃ and w̃ [Kolmogorov-Pokhorov]
I Knowledge-base constraints on the state Ax ≤ B
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Two philosophies
The Kolmogorov-Pokhorov Inequalities

Some Definitions & Notation
Consider N random independent varables {Vi}Ni=1 satisfying
E (Vi ) = 0 and denote by σ2

N their sum of variances:

σ2
N :=

N∑
i=1

E (V 2
i )

Assume that

(∀i ∈ {1, . . . ,N}) |Vi | ≤ V̄

and denote their partial sum by :

SN :=
N∑

i=1

Vi

Mazen Alamir MHO under bounded non gaussian noise 6/25
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Kolmogorov-Pokhorov Inequalities [Stout-74]

The following inequality is satisfied for all ε > 0:

Pr
[
|SN | ≥ εσN

]
≤ exp

(
−εσN

2V̄
· sinh−1(

εV̄
2σN

)
)
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Kolmogorov-Pokhorov Inequalities [Stout-74]

The following inequality is satisfied for all ε > 0:

Pr
[
|SN | ≥ εσN

]
≤ Γ−1

(V̄ ,σN)
(ε) =: η
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Kolmogorov-Pokhorov Inequalities [Stout-74]

The following inequality is satisfied for all ε > 0:

Pr
[
|SN | ≥ Γ(V̄ ,σN)(η) · σN

]
≤ η
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Kolmogorov-Pokhorov Inequalities [Stout-74]

The following inequality is satisfied for all ε > 0:

Pr
[
|SN | ≥ Γ(V̄ ,σN)(η) · σN

]
≤ η

For all N, the following is satisfied with a probability of (1−η)%

∀s ∈ {1, . . . , nν}∣∣∣∣∣
N−1∑
l=0

νs(k + l)

∣∣∣∣∣ ≤ Γ
(ν̄s ,
√

NQν(s,s))
(η) ·

√
N · Qν(s, s)

∀s ∈ {1, . . . , nw}∣∣∣∣∣
N−1∑
l=0

ws(k + l)

∣∣∣∣∣ ≤ Γ
(w̄s ,
√

NQw (s,s))
(η) ·

√
N · Qw (s, s)
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Consider the system

ẋ = Acx + Bcu + Gcν

y = Cx + Hw
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System Definition
Simulations

Consider the system

ẋ = Acx + Bcu + Gcν

y = Cx + Hw

Ac :=

−1 1 0.2
0 −1 3
0.2 0.6 −2.7

 ; Bc :=

1
1
2


Gc :=

10 0.5
−2 −10
10 10

 ; C :=
(
1 1 1

)
; H = 1
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System Definition
Simulations

Consider the system

ẋ = Acx + Bcu + Gcν

y = Cx + Hw

I ν1 := b1 · tanh(e1)

I ν2 := b2 · tanh(e2)

I w := b3 · tanh(e3)

I ei white Gaussian noises
I (var(e1), var(e2), var(e3)) := (0.5, 0.5, 0.8)

I

σ2
i := b2

i

∫ ∞
−∞

[
e−v2/(2·var2(ei ))

√
2π · var(ei )

] · [tanh(v)]2dv

I (b1, b2, b3) ∈
{

(0.02, 0.02, 2), (0.2, 0.2, 2)
}

Mazen Alamir MHO under bounded non gaussian noise 9/25



Motivation
Sketch of the proposed scheme

Illustrative example
Conclusion and Future Work

System Definition
Simulations

Consider the system

ẋ = Acx + Bcu + Gcν

y = Cx + Hw

I Sampling period τ = 0.1
I NO = 15
I The control is defined by:

u(t) :=
2
5
sin(

2πt
6

) +
2
10

min
{
1,max{0.4, b}

}
(1)

I b is a white noise
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System Definition
Simulations

I Tune Kalman filter according to σi

I No way to consider the bounds
I KP Inequalities threshold η = 0.1
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I → KF too slow (not enough confidence in measurements)

I Tune Kalman filter according to σ1, σ2 and
√
10−5 · σ3

I Increase the confidence in output measurements
I KP Inequalities threshold η = 0.1
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I KF is → still too slow (not enough confidence in
measurements)

I Tune Kalman filter according to σ1, σ2 and
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Illustrative example
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I → KF is quite fast but too sensitive to noise

I Tune Kalman filter according to σ1, σ2 and
√
10−6 · σ3

I KP Inequalities threshold increased from η = 0.1 to η = 0.4
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I Choose a good trade-off for Kalman filter according to σ1, σ2
and
√
10−4 · σ3

I Reset the KP Inequalities threshold to η = 0.95
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I Choose a good trade-off for Kalman filter according to σ1, σ2
and
√
10−4 · σ3

I Reset the KP Inequalities threshold to η = 0.6
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I Choose a good trade-off for Kalman filter according to σ1, σ2
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I Choose a good trade-off for Kalman filter according to
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Sketch of the proposed scheme

Illustrative example
Conclusion and Future Work

I Preliminary work

I Solution particularly appealing for observer-based control

I KP-like related curves can be obtained experimentally

I More investigation is needed regarding

I Stability assessment
I The impact of observation horizon

I The KP inequalities threshold

I Are the qualitative conclusions general ?

Mazen Alamir MHO under bounded non gaussian noise 26/25


	Motivation
	The Problem
	Why not Kalman Filter ?

	Sketch of the proposed scheme
	Two philosophies
	The Kolmogorov-Pokhorov Inequalities

	Illustrative example
	System Definition
	Simulations

	Conclusion and Future Work

